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关于常微分方程中奇解与包络的注记 

王 广 瓦 

(徐州师范大学 数学系，江苏 徐州 221116) 

摘要 ：给出了两种常微分方程教材中关于奇解与包络关系结论的反例． 
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奇解是常微分方程中一个非常重要的概念 ，包络是几何中一个非常重要的概念，由于二者在几何意 

义上的相通性，很多常微分方程教材在介绍奇解时，往往同时介绍包络 ，并从包络的角度给出一种求奇 

解的方法 引．但注意到，一般来讲 ，常微分方程中的奇解并不能与几何中的包络等同起来 ，所以，常微 

分方程的教材往往对包络的概念进行技术处理后再重新给出，以形成 自己教材 中相对独立的一个理论 

体系．本文将指出，文献[1，2]的理论体系分别存在着 自相矛盾的问题． 

1 关于文献[13 

定义 1[1] 设给定单参数曲线族 (z，Y，f)一0，其中 C是参数， (z，Y，f)是连续可微 函数．该曲线 

族的包络是指这样的曲线：它本身并不包含在曲线族中，但对这曲线的每一点，有曲线族 中的一条曲线 

和它在这点相切． 

定义 2 L1 微分方程的一个解称为奇解，如果在这个解的每一点上还有方程的另外一个解存在，也 

就是说奇解是这样的一个解，在它上面的每一点唯一性都不成立．或者说，奇解对应的曲线上每一点至 

少有方程的两条积分曲线通过． 

在上述定义的基础上，文献[1]讨论了奇解与包络之间的关系： 

结论 1[1] 一阶微分方程通解的包络(如果它存在的话)一定是奇解；反之，微分方程的奇解 (如存 

在的话)也是微分方程通解的包络． 

下面给出结论 1的一个反例． 

例 1 Y勺--4xyy +8y 一0． 

这是一个一阶隐方程，利用微分法易求得其通解为 y—C(z—c) ，其 中 C为任意常数，特解为 Y一 

z 。
． 仅仅考虑 一0这个解。根据定义 1和定义 2，易验证 y=O是奇解 ，但不是通解的包络． 

2 关于文献[23 

定义 3[2] 设给定单参数曲线族 (z，Y，c)一O，其中 C是参数．该曲线族的包络是指这样的曲线，它 

与曲线族中的每一曲线切于一点或几点，而且它全由此类切点所组成(即过这曲线上的每一点，有 曲线 

族的一条和它在这点相切)． 

定义 4[2 若有微分方程的某个解，在它所对应的积分曲线上每点处，解的唯一性都被破坏，则称 

此解为微分方程的奇解． 

在上述定义的基础上 ，文献[2]也给出了奇解与包络之间的关系： 

结论 2[2] 微分方程的奇解就是通解曲线族的包络． 
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以下也给出结论 2的一个反例． 

例 2 2y Y q-2xyy + +z 一1—0． 

易求得这个一阶隐方程的通解为(X--C)z+ z一1--C2其 中 f∈(一1，1)，特解为 x2+ 一1
． 考虑 

等+ 。一1这个解．根据定义3和定义4，易验证x 2+ 一1是奇解，但不是通解的包络(通解中的曲线 

当c>丢时并不与该特解相切)． 
注 实际上，借用分析法可构造出很多类似例 1和例 2的反例． 
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Abstract：In this paper，some counter examples to the conclusions of singular solution and enve 

lope in two textbooks of ordinary differential equation are given． 
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Abstract：As the error is a sequence of NA for the nonlinear regression model Y 一g(z )+￡ ， 

1≤ ≤ ，and the linear regression model y，一z l +⋯+z +￡f， 一1，2，⋯ ， ，the square consisten— 

cy of a class of estimators is obtained． 
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